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演習問題１．CP 2 = (C3 −{0})/C×の胞体分割 e0 ∪ e2 ∪ e4を定めよ。このときの

接着写像 ∂D4 −→ S2 = e0 ∪ e2を表せ。

演習問題２．S2 × S2の胞体分割を定め、ホモロジー群を求めよ。

RP 2 ×RP 2の胞体分割を定め、ホモロジー群を求めよ。

演習問題３．有限生成アーベル群 A に対し、

0 −→ Zm −→ Zn −→ A −→ 0が完全となるように Zm −→ Zn をとる。

このとき、Bm −→ Bn −→ A ⊗ B −→ 0 は完全。
Tor(A, B)を 0 −→ Tor(A, B) −→ Bm −→ Bn −→ A⊗ B −→ 0が完全となるよう
に定義する。

Tor(Z/mZ,Z/nZ)を求めよ。

問題．A =

(
a b

c d

)
, a, b, c, d ∈ Zは T 2 = R2/Z2に作用する。Aのホモロジー群

への作用 A∗を求めよ。

問題．Z上のテンソル積 ⊗を考える。加群（アーベル群）の完全列
0 −→ A

i−−→ A′ −→ A′′ −→ 0に対し、A⊗B
i ⊗ B−−−−→ A′ ⊗B −→ A′′ ⊗B −→ 0は

完全であることを示せ。

ヒント：(1) A ⊗ B = A × B/ ∼ (∼は n ∈ Zに対し (na, b) ∼ (a, nb)から生成され
る同値関係) と定義される。(a, b)の同値類を a ⊗ bと書く。準同型 A −→ A′に対
し、A ⊗ B −→ A′ ⊗Bが定義される。問題のうち、A′ ⊗ B −→ A′′ ⊗ B −→ 0は、
この定義から従う。

(2) K = ker(A′ ⊗ B −→ A′′ ⊗ B)とする。a′′ ⊗ b 
−→ a′ ⊗ b mod (i ⊗ B)(A ⊗ B)
により、A′′ ⊗B −→ A′ ⊗B/(i⊗B)(A ⊗B)が定義される。(i ⊗B)(A⊗B) ⊂ K.
A′ ⊗ B −→ A′′ ⊗ B −→ A′ ⊗ B/(i ⊗ B)(A ⊗ B)は射影
A′ ⊗ B −→ A′ ⊗ B/(i ⊗ B)(A ⊗ B) と一致する。K ⊂ A ⊗ B.



有限単体複体Kは、頂点のなす有限集合 V と k = 1, . . . , nに対して、k + 1個の
頂点によって定まる k単体の集合 Skが定まっているものである。ただし、k単体 σ

の頂点の部分集合で定まる単体 (フェイス face)は必ず単体の集合に含まれていると
する。Kの単体 τ が K の単体 σのフェイスであることを τ ≺ σと書く。

頂点 v0, . . . , vk で定まる k 単体を 〈v0 . . . vk〉と書く。k 単体 〈v0 . . . vk〉 上の点は

0 � ti � 1 (i = 1, . . . , k)で
k∑

i=0

ti = 1を満たす実数 tiと頂点 viの形式和
k∑

i=0

tivi

で表される。

仮に vi (i = 1, . . . , k)を十分次元の高い実線形空間内の１次独立なベクトルとする

と、和
k∑

i=0

tivi は {v0, . . . , vk}の凸包となる。実際に頂点の集合を異なる単体の内
部が交わらないように実線形空間内に実現して考えることのほうが多い。実現され

た位相空間を |K|と書く。
K の単体 σのスター Star(σ)を σをフェイスとする単体の全体（の実現）とする。

Star(σ) =
⋃
σ≺τ

|τ | とする。

問題．Star(〈v0 . . . vk〉) =
k⋂

i=0

Star(vi)を示せ。

（これは右辺が空でなければ、左辺の k単体が存在等号が成立するという意味でも

正しい。）

問題．Star(σ)の任意の点 pと σ上の任意の点 qを結ぶ線分 (1− t)p + tq (t ∈ [0, 1])
が定義できることを示せ。

２つの単体複体K1, K2に対して、fV : V (K1) −→ V (K2)が、K1の各単体の頂点の

集合 {v0, . . . , vk}の像 fV ({v0, . . . , vk})がK2の単体の頂点の集合となるという条件

を満たすとき、単体写像という。実現された単体複体では f(
k∑

i=0

tivi) =
k∑

i=0

tifV (vi)

と考えられる。単体の像は次元が低いか等しい単体となる。

問題．g : |K1| −→ |K2|が連続写像で、K1の頂点 vのスターの像 g(Star(v))が K2

のある頂点 fV (v)のスターに含まれるとする。

(1) fV は単体写像を定義することを示せ。

ヒント：Star(v) ⊂ g−1(Star(fV (v)))と K1の単体 〈v0 . . . vk〉 に対して、
k⋂

i=0

Star(vi) �= ∅ であることを使う。

(2) fV の実現 f と gはホモトピックであることを示せ。


