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復習問題１．（１）n × n行列 Aの指数関数の定義を述べよ。

（２）Rn上の常微分方程式
dx

dt
= Ax の解は行列の指数関数を使ってどのように書

かれるか。

（３）この常微分方程式
dx

dt
= Ax に対応するベクトル場は、基底

∂

∂xi
を使ってど

のように書かれるか。

（４）ベクトル場が生成するフローR ×Rn −→ Rn はどのように書かれるか。

復習問題２．µ : R2 −→ Rを ‖x‖ < 1ならば µ(x) > 0を満たし、

suppµ = {x ∈ R2
∣∣ ‖x‖ ≤ 1}となる C∞級関数とする。平面上のベクトル場 µ

∂

∂x1
が生成するフロー Φt について、 lim

t→∞Φt(x), lim
t→−∞Φt(x)を求めよ。

多様体M の座標近傍系 {(Ui, ϕi)}に対し、gij : ϕj(Ui ∩Uj) −→ ϕi(Ui ∩Uj)を座標変換と

する。gij のヤコビ行列式がすべて正であるような座標近傍系が存在するとき多様体は向き付

けを持つという。

演習問題１．多様体Mの座標近傍系 (Ui, ϕi)に対し、Vi = ϕi(Ui), Vji = ϕi(Ui∩Uj)
として、gij : Vij −→ Vjiを座標変換とする。Vi+ �Vi− を２つの Viの disjoint union
として、

Viσjτ
= {xj ∈ Vjτ

∣∣ sign(detDgij(xj))τ = σ}
と定義する。但し、sign(detDgij(xj))は行列式の符号（正負）である。
Vi+jτ

∪Vi−jτ
= Vij ⊂ Vjτ

で、Vi+jτ
, Vi+jτ

は Vjτ
の開集合である。giσjτ

: Viσjτ
−→

Vjτ iσ
を giσjτ

= gij|Viσjτ
とおく。このとき、gjτ kδ

(Viσkδ
∩Vjτ kδ

) = Viσjτ
∩Vkδjτ

で

あり、Viσkδ
∩ Vjτ kδ

上で giσjτ
gjτ kδ

= giσkδ
が成立する。

⊔
i,σ

Viσ
上の同値関係を、

Vjτ
	 xjτ

∼ xiσ
∈ Viσ

⇐⇒ giσjτ
(xjτ

) = xiσ

で定義する。商空間 M̂ =
⊔
i,σ

Viσ
/∼に対し、M ∼=

⊔
i

Vi/∼への写像 P : M̂ −→ M

が得られる。

(1) M̂ は n次元多様体となることを示せ。

(2) M̂ は常に向き付けを持つ多様体であることを示せ。

(3) M̂ ∼= M ×{±1}となり、P = proj1となることと、M が向き付け可能であるこ

とは同値であることを示せ。

(4) M が向き付けを持たない連結な多様体とするとき、M̂ は連結な多様体となり、

P : M̂ −→ M において、P−1(y) (y ∈ M)の２点を入れ替える写像 F : M̂ −→ M̂

は、向き付けを反対にする微分同相写像となることを示せ。

演習問題２．連結コンパクト１次元多様体M 上には、向きを定めることが出来る。

（座標変換の微分が正に取れる。）このことを使ってM 上に 0にならないベクトル
場が存在することを示し、M はR/Zと微分同相であることを示せ。


