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問題１．S5 = {(z1, z2, z3) ∈ C3
∣∣ |z1|2 + |z2|2 + |z3|2 = 1}とする。U(1) = {u ∈ C

∣∣ |u| = 1}に
ついて、U(1)の S5 への作用 · : U(1) × S5 −→ S5 を u · (z1, z2, z3) = (uz1, uz2, uz3)で

定める。

(1) S5 は C∞ 級多様体であることを示せ。

(2) U(1)の有限部分群H に対し、H で写りあう点を同一視した空間 S5/H は、向き付け可

能 C∞ 級多様体となることを示せ。

(3) U(1)で写りあう点を同一視した空間 S5/U(1)は C∞ 級多様体となることを示せ。

問題２．R3 上の関数 f(x, y, z) = (x2 + y2 − 1)2 + x2 + z2 を考える。

(1) 関数 f の臨界点、臨界値、臨界点のヘッセ行列の負の固有値の個数を求めよ。

(2) a ∈ Rに対し、f−1(a)が多様体であるかどうか論ぜよ。

(3) a ∈ Rに対し、f−1(a)が連結かどうか論ぜよ。

問題３．h : Rn −→ Rを C∞ 級関数とし、hのグラフM = {(−→x , h(−→x )) ∈ Rn ×R
∣∣ −→x ∈ Rn}

を考える。Rnへの射影M −→ Rnを座標関数とする。すなわち、M の点 (−→x , h(−→x ))は

座標 −→x = (x1, . . . , xn)で表される。このとき、M の接空間 T(−→x ,h(−→x ))M の基底は
∂

∂xi

(i = 1, . . . , n)で表される。

(1) n+1次元ユークリッド空間Rn ×Rの計量は、Rn ×Rの座標を (y1, . . . , yn, yn+1)とす

るとき、内積
∂

∂yi
• ∂

∂yj
= δij (i, j = 1, . . . , n+ 1)で与えられる。このRn ×Rの計量

からM に誘導されるリーマン計量 gに対し、gij = g(
∂

∂xi
,

∂

∂xj
) (i, j = 1, . . . , n) を求

めよ。

(2) Rn 上の関数 hの勾配 grad(h) =

(
∂h

∂xj

)
j=1,...,n

は、行列 G =
(
gij

)
i,j=1,...,n

およびそ

の逆行列 G−1 =
(
gij
)
i,j=1,...,n

の固有ベクトルであることを示せ。

(3) クリストッフェル・シンボル　 Γ ℓ
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∑
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)
に現れる Γkij =
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)
を求めよ。さらにクリストッフェル・シンボル Γ ℓ

ij を求めよ。

(4) 測地線の方程式　
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= 0 (ℓ = 1, . . . , n)の解をユークリッド空

間 Rn ×R の曲線
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)
とみるとき、
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)
はグラフM の法線方向で

あることを示せ。


